
  Scientific Journal of Faculty of Education, Misurata University-Libya, Vol. 1, No. 12, Mar. 2019 

Published online in March  

 م 1029 مارس ،الثاني عشرـــ العدد  الأولالمجمد  ،ليبيا ،جامعة مصراتة ،المجمة العممية لكمية التربية 
  

671 

 

 المؤثرات الخطية غير المحدودة على فضاءات هلبرت
Unbounded Linear Operators in Hilbert Spaces 

 النجار عمر سكينة                                                                              
 ةجامعة مصرات -كلية التربية  -قسم الرياضيات

  Sukinaomar13@gmail.com       

 :لص الم
إن المؤثرات الخطية غير المحدودة على فضاء ىلبرت ىي أحد الموضوعات المهمة في الرياضيات 

، ربما يرجع السبب في ىذه لتطبيقات في مجال التحليل الداليوىي تلعب دوراً كبيراً في دراسة العديد من ا
التسمية إلي أن المؤثر الخطي غير المحدود ينقل المجموعات المحدودة في فضاء النطاق إلى مجموعات غير 

 محدودة في فضاء المدى.
 ،المؤثر المغلق. المؤثر المرافق الهلبرتي ،المؤثر الخطي غير المحدود الكلمات المفتاحية:

 

Abstract: 

   Unbounded linear operators in Hilbert  spaces is one of important topics in 

mathematics and it plays a great role in the stadying of many applications in 

functional analysis, this may be due to unbounded linear operators which 

transfer bouded sets in domain space to unbunded sets in range space. 

 

 :قدمةالم (1)
ة في دراسة العديد من تعتبر المؤثرات الخطية غير المحدودة أحد مواضيع الرياضيات التي لها أهمية كبير 

وتعتبر فضاءات ىلبرت القاعدة الأساسية لدراسة ىذه  ،بالمعادلات التفاضليةخاصة المرتبط  ،التطبيقات
 في ىذا البحث. المؤثرات ولتوضيح خواصو الأساسية تم دراسة المؤثرات المرافقة والمؤثرات المغلقة

 1تعريف 
إلى الفضاء  Xبأنو دالة من الفضاء الاتجاىي  T (Linear Operator) المؤثر الخطييعرف 

 ، بحيث إن:K، المعرفان على نفس المجال Yالاتجاىي 

TyTxyxT  Xyxلكل    )( ,  ولكلK, 
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 2تعريف 
 فضاء هلبرت.فضاءً نظيمياً تاماً، فإنو يسمى  X),  ,  (إذا كان فضاء الضرب الداخلي 

 لبعض الفضاءات التي تمثل فضاء ىلبرت.الأمثلة الآتية 

 1مثــال 
nRyxيمثل فضاء ىلبرت حيث لكل  nRالفضاء  , :يعرف الضرب الداخلي والنظيم بالعلاقة 
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 2مثــال 
nCyxيمثل فضاء ىلبرت حيث لكل  nCالفضاء  , :يعرف الضرب الداخلي والنظيم كما يلي 
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 3تعريف
HTDTإذا كان  )(:  مؤثراً خطياً، حيث)(TD  فضاء جزئي من فضاء ىلبرت المركب

H فإن ،T  0يسمى مؤثراً خطياً غير محدود إذا كان لكلM  يوجد على الأقل)(TDx 
MxTبحيث إن  )(. 
إلى نتيجة مهمة ىي أنو إذا   (O. Toeplitz)و  (E. Hellinger)توصل العالمان  9991في عام 

 ويحقق: Hمؤثراً خطياً غير محدودٍ معرف على فضاء ىلبرت المركب  Tكان 

)(  ,  )(لكل     TDxTDy  

HTDفإنو لا يمكن أن يكون  )(. 

TyxyTx ,, 
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  (Hellinger-Toeplitz Theorem)  1مبـرهنة 
TyxyTxويحقق أن  Hمؤثراً خطياً معرفاً على كل فضاء ىلبرت المركب  Tإذا كان  ,,   لكل
Hyx , فإن ،T .ًيكون محدودا 

 البــرهان
Hyلنفرض أن لدينا المتتالية  nn 

1}{ :بحيث إن 

 nn Tyy      ,     1 

 كالتالي:  Hالمعرفة على كل الفضاء  nfوندرس الدالية الخطية 

,...3,2,1     ;     ,,)(  nTyxyTxxf nnn 

 نجد أن: شوارتز-تكون محدودة لأنو من متباينة كوشي nfالدالية  nلكل 

xTyTyxxf nnn  ,)(                   (9) 

}){(المتتالية  Hxوأكثر من ذلك، فإن لكل نقطة ثابتة  xfn  1تكون محدودة، لأنny 

 شوارتز نجد أن:-ومن متباينة كوشي

TxyTxxf nn  ,)( 

}{ولذلك فإنو من مبدأ المحدودية المنتظمة نستنتج أن المتتالية  nf :متتالية محدودة ولدينا 

kfn    لكلn 

 لدينا: Hxإذن لكل  

xkxfxf nn   )( 
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nTyx( وبوضع 9ومن )  :نحصل على 

nnnnnn TykTyfTyTyTy  )(,
2 

kTynأي أن   وىذا يناقض الفرض ،nTy . 

 مؤثر خطي محدود. Tإذن 

 معرفاً بحيث يحقق: T*في حالة المؤثرات الخطية المحدودة، يكون المؤثر المرافق الهلبرتي 

yTyyxyTx ***    ;   ,,     لكلHyx , 

TT*وىو مؤثر خطي محدود ويكون  Hمعرف على  T*و . 

 معرفاً بكثافة Tمعرفاً أيضاً في حالة المؤثرات الخطية غير المحدودة يجب أن يكون  T*ولكي يكون  
(Densely Defined)  فيH أي أن ،HTD )(. 

HTDفإذا كان  )( فإن المجموعة المكملة المتعامدة ،(Orthogonal Complement)  لـ
)(TD  فيH  1تحوي عنصراً غير صفريy  ويكونxy 1  لكل)(TDx أي أن ،
0, 1 yx:ٍعندئذ ، 

1

*

1

** ,,,, yyxyxyxyx   

 .y*وىذا يبين عدم الوحدانية لـ 

HTDولكن إذا كان  )( 0{، فإن{)( 
TD  0وعندئذ, 1 yx  لكل

)(TDx  01يؤدى إلى أن y  أي أن*

1

* yyy  وىذا يعني أن ،*y  ،وحيد
 موجوداً. T*وبالتالي يكون 
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 4تعــريف 
HTDTليكن  )(:  مؤثراً خطياً معرفاً بكثافة في فضاء ىلبرت المركبH . 

HTDTالهلبرتى عندئذٍ المؤثر المرافق  )(:  Hyيكون معرفاً بحيث لكل  Tللمؤثر  **
Hyيوجد  

 يحقق أن: *

yTyyxyTx ***     ,     ,,      لكل)(TDx 

 5تعــريف 
HSDSإذا كان  )(:  وHTDT )(:  مؤثرين خطيين معرفين بكثافة في فضاء

 ، فإن:Hىلبرت المركب 

TSأ(    مؤثر خطي ويكون )()()( TDSDTSD  ولكل
)( TSDx  :يكون 

TxSxxTS  )( 

)()()(مؤثر خطي ويكون  STب(  1 TDTSDSTD 
  ولكل)(STDx 

 يكون:

)()( TxSxST  

 .Hمن المؤثرات الخطية المعرفة بكثافة في  kويمكن تعميم ذلك لعدد 

)()(موجود، ويكون  1Tمؤثر فوقي، فإن  Tجـ( إذا كان  1 TRTD 
  و

)()( 1 TDTR 
  بحيث

)(

1

TRITT   و
)(

1

TDITT . 

 كلاهما مؤثرين فوقيين، فإن:  S , Tد( إذا كان 
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111)( 
 STST 

 (1مــلاحظة )
 مجموعة المؤثرات الخطية غير المحدودة لا تمثل فضاء اتجاىي لعدم توفر العنصر المحايد.

 6تعــريف 
HSDSإذا كان  )(:  وHTDT )(:  مؤثرين خطيين معرفين بكثافة في فضاء

)()(إذا كان  Sيسمى تمديد للمؤثر  T، فإن Hىلبرت المركب  TDSD   و
)()(

)(
xTxS

SD
  لكل)(SDx ويسمى التمديد ،T  للمؤثرS  تمديداً فعلياً إذا كان

)(SD  مجموعة جزئية فعلية من)(TD  أي أن )()( SDTD. 
 
 Adjoint Operators(   المؤثرات المرافقة   2) 

 ندرس في ىذا البند بعض خواص المؤثرات المرافقة الهلبرتية والمؤثرات المرافقة ذاتياً.

  2مبــرهنة 
HSDSإذا كان  )(:  وHTDT )(:  مؤثران خطيان معرفان بكثافة في فضاء

 ، فإن:Hىلبرت المركب 

TSأ( إذا كان   فإن ،** ST . 

)(ب( إذا كان  *TD   كثيف فيH فإن ،**TT . 

 البــرهان

 نجد أن: T*من تعريف المؤثر المرافق الهلبرتى  )أ(

yTxyTx *,,     لكل)(  ,  )( * TDxTDy                   (2) 
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TSوبما أن  :فإن ، 

yTxySx *,,     لكل)(  ,  )( * SDxTDy                   (3) 

 نجد أن: S*ومن تعريف المؤثر المرافق الهلبرتى 

ySxySx *,,     لكل)(  ,  )( * SDxSDy                  (4) 

)()(( نستنتج أن 4( و )3من ) ** SDTD   وبالتالي، فإنyTyS **
  لكل

)( *TDy وىذا يعني أن ،** ST . 

 ( نحصل على:2بأخذ المرافق المركب في ) )ب(

TxyxyT ,,*     لكل)(  ,  )( * TDxTDy                  (5) 

)(وحيث إن  *TD   كثيف فيH  فإن المؤثر**T :موجود ولدينا 

xTyxyT *** ,,     لكل)(  ,  )( *** TDyTDx              (6) 

)(، فإن TDx)(( نستنتج أنو إذا كان 6( و )5من ) **TDx أي أن ،TxxT ** 

TT**، وبالتالي فإن TDx)(لكل  . 

 المرافق مساوياً لمرافق المؤثر المعكوس.توضح المبرىنة التالية الشروط اللازمة لكي يكون معكوس المؤثر 

  3مبــرهنة 
HTDTإذا كان  )(: مؤثراً خطياً معرفاً بكثافة في فضاء ىلبرت المركب H وإذا كان ،T  ًفوقيا

*11*فوقي ولدينا  T*، فإن Hكثيفاً في   TR)(و  )()( 
 TT. 
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 البــرهان
فوقي(. وبما أن  Tموجود )لأن  1Tموجود وكذلك  T* ، فإنHمعرف بكثافة في  Tبما أن 

)()( 1 TRTD 
   كثيف فيH 1*، فإن )( T .موجود 

*1الآن نبين أن  )( T  11*موجود وأن* )()( 
 TT:- 

)(ليكن  *TDy فإنو لكل ،)( 1
 TDx  1)(لدينا TDxT 

:و . 

yxyxTTyTxT ,,, 1*1               (7) 

 نجد أن: 1Tومن تعريف المؤثر المرافق الهلبرتى للمؤثر 

yTTxyTxT **1*1 )(,,      لكل)( 1
 TDx 

وىذا يبين أن  *1* )( 
 TDyT( نستنتج أن:7، وبمقارنة ذلك مع ) 

)(     ,     )( ***1 TDyyyTT 
            (8) 

*0ونلاحظ أنو إذا كان 
yT 0، فإنy  وبذلك فإن)()(:)( **1* TDTRT 

 

وبما أن  ،موجود
)(

*1*
*)(

TD
ITT  ( فإن:8وبالمقارنة مع ) 

*11* )()( 
 TT                             (9) 

و  TDx)(الآن لأي  *1 )( 
 TDy  يكون)()( 1

 TDTRTx :و 

yxyTxTyTTx ,,)(, 1*1            (91) 

 نجد أن: Tالهلبرتى للمؤثر ومن تعريف المؤثر المرافق 

yTTxyTTx *1**1 )(,)(,      لكل)(TDx 
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)()(( نستنتج أن 91وبذلك فإنو من ) **1 TDyT 
 :وأن 

 *1*1* )(   ,   )( 
 TDyyyTT              (99) 

**1إذن  )( TT  يكـون المـــؤثـر المحـايـد في  )()( *1* TRTD 
  و

)()(:)( **1* TDTRT 
 ( نجد أن 99يكون فوقياً، وبالمقارنة مع )

   1**1 )()( 
 TDTD:وبالتالي فإن ، 

1**1 )()( 
 TT                                 (92) 

*11*( نستنتج أن 92( و )9إذن من ) )()( 
 TT. 

TT*يكون مرافقاً ذاتياً إذا كان  Tالمؤثر الخطي المحدود   ولكي نعمم ذلك في حالة المؤثرات الخطية ،
 غير المحدودة ندرس المؤثر المتماثل الذي يعرف كالتالي:

 7تعــريف 
HTDTليكن  )(:  مؤثراً خطياً معرفاً بكثافة في فضاء ىلبرت المركبH عندئذ .T  يسمى
 إذا كان: خطياً متماثلاً مؤثراً 

TyxyTx ,,     لكل)(, TDyx  

 4مبــرهنة 
TT*يكون متماثلاً إذا وإذا كان فقط  Hالمعرف بكثافة في فضاء ىلبرت المركب  Tالمؤثر الخطي  . 

 البــرهان
TT*لنفرض أن  . 

 نجد أن: T*من تعريف المؤثر المرافق الهلبرتى 
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     ,, * yTxyTx     لكل)(   ,   )( * TDxTDy     (93) 

TT*وحيث أن    فإنTyyT 
,)(، لذلك لكل TDy)(لكل  * TDyx  

TyxyTxيكون  ,,  وىذا يعني أن ،T  .مؤثر خطي متماثل 

TyxyTxمؤثر خطي متماثل، وىذا يعني أن  Tولبرىنة الاتجاه الآخر، نفرض أن   ,,   لكل

)(, TDyx ( نجد أن 93، وبالمقارنة مع ))()( *TDTD   و
)(

*

TD
TT  ،

TT*وبالتالي فإن   . 

 الآن يمكننا تعريف الترافق الذاتي كالتالي.

 8تعــريف 
HTDTليكن  )(:  مؤثراً خطياً معرفاً بكثافة في فضاء ىلبرت المركبH ٍعندئذ ،T  يسمى

TT*مؤثر خطي مرافق ذاتياً إذا كان  . 
 (2مــلاحظة )

HTDالترافق الذاتي والتماثل متكافئان في حالة المؤثرات الخطية المحدودة، حيث يكون  )( ولكن ،
في حالة المؤثرات الخطية غير المحدودة يكون كل مؤثر خطي مرافق ذاتياً متماثلًا والعكس ليس بالضرورة أن 

)()(، أي أن Tتمديداً فعلياً للمؤثر  T*يكون صحيحا، فربما يكون  *TDTD  والمثال على ،
 ذلك المؤثر التفاضلي المعرف كالآتي:

1     ,     

]2,0[)(: 2





ifif

LTDT
 

]2,0[دالة مستمرة مطلقاً على الفترة  fحيث تكون   ويكون 

 ]2,0[  ,  )2(0)0(  ;  ]2,0[)( 22
 LfffLfTD 
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 (1نتيــجة  )
متماثل إذا وإذا كان فقط  T، فإن Hمؤثراً خطياً معرفاً بكثافة في فضاء ىلبرت المركب  Tإذا كان 
xTx,  حقيقياً لكل)(TDx. 
 Closed Linear Operators(  المؤثرات الخطية المغلقة     3) 

الخطية غير المحدودة، فمعظم المؤثرات الخطية غير للمؤثرات الخطية المغلقة أهمية كبيرة في دراسة المؤثرات 
 (Closed Linear Extension)على الأقل لها تمديد خطي مغلق  المحدودة تكون مغلقة أو

 9تعــريف 
HTDTليكن  )(:  ،ًمؤثراً خطياHTD )(  حيثH .عندئذ  فضاء ىلبرت المركب

T  مغلقاً مؤثراً خطياً يسمى (Closed Linear Operator)  إذا كان بيانT :وىو المجموعة 

} , )(:),{()( TxyTDxyxTG  

HHمغلقاً في   حيث يعرف النظيم على ،HH   :كالتالي 

  2/122
),( yxyx  

 ويعرف الضرب الداخلي كالتالي:

21212211 ,,),(),,( yyxxyxyx  لكلHHyxyx ),(),,( 2211 

 5مبــرهنة 
HTDTليكن  )(:  مؤثراً خطياً وHTD )(  حيثH  ٍفضاء ىلبرت المركب، عندئذ 

مغلق إذا وإذا كان فقط لكل متتالية  T)أ(   )(
1

TDx
nn 


  حيثxxyTx nn    ,  

TDxyTx و )(يكون  . 

 يكون محدوداً. T، فإن Hمغلقاً في  TD)(مغلقاً، و  T)ب(  إذا كان 



  Scientific Journal of Faculty of Education, Misurata University-Libya, Vol. 1, No. 12, Mar. 2019 

Published online in March  

 م 1029 مارس ،الثاني عشرـــ العدد  الأولالمجمد  ،ليبيا ،جامعة مصراتة ،المجمة العممية لكمية التربية 
  

617 

 

 .Hمغلقاً في  TD)(يكون مغلقاً إذا وإذا كان فقط  Tمحدوداً، فإن  T)جـ( إذا كان 

 6مبــرهنة 
 ( يكون مغلقاً.4المؤثر المرافق الهلبرتى المعرف في التعريف )

 البــرهان
مغلق، ندرس أي متتالية  T*لبرىنة أن 

1}{ nny  في)( *TD :بحيث 

00

*      ,    yyzyT nn  

*  ,  )(ونبين أن 

00

*

0 TDyyTz . 

 نجد أن: T*من تعريف المؤثر المرافق الهلبرتى

nn yTyyTy *,,     لكل)(TDy 

 نحصل على: nوبما أن عملية الضرب الداخلي مستمرة، فإنو عندما 

00 ,, zyyTy     لكل)(TDy 

0وحيث أن 

*

0 ,, yTyyTy  فإن ،)( , *

00

*

0 TDyyTz  وبتطبيق المبرىنة ،

 مغلق. T*نستنتج أن  T*( الفقرة )أ( على 5)

  7مبـرهنة 
يكون كذلك معرف  T*، فإن Hمؤثراً خطياً مغلقاً ومعرفاً بكثافة في فضاء ىلبرت المركب  Tإذا كان 

TT، وأكثر من ذلك يكون Hبكثافة في  **. 
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 ( 2نتيــجة  )
)(، فإن Hمؤثراً خطياً معرفاً بكثافة في فضاء ىلبرت المركب  Tإذا كان  *TD   كثيف فيH   إذا وإذا

يكون كذلك  Tتمديد خطي مغلق، وأكثر من ذلك كل تمديد خطي مغلق للمؤثر  Tكان فقط للمؤثر 
 .T**تمديداً للمؤثر 

 البــرهان
)(لنفرض أن  *TD   كثيف فيH عندئذ ،*T  موجود و**TT  ( 9.2.3حسب المبرىنة ،)
****وحيث إن  )(TT  ( يكون 6فإنو حسب المبرىنة )**T  مغلقاً، وبالتالي فإنT  لو تمديد

 خطي مغلق.
)()(أي أن  Sلو تمديد خطي مغلق وليكن  Tولبرىنة الإتجاه الآخر، نفرض أن  SDTD  ،

يكون كذلك، إذن حسب المبرىنة السابقة يكون  SD)(، فإن Hكثيف في   TD)(وحيث إن 
)( *SD   كثيفاً فيH  ويكون**SS . 

STوبما أن    يؤدى إلى أن** TS   فهذا يعني أن)( *TD   كثيف فيH. 
SSTTالآن    .T**تمديد للمؤثر  Sيبين أن  ****

 من الخواص المهمة التي يجب التعرض إليها في ىذا البند قابلية الإنغلاق والغلاقة للمؤثرات الخطية.

 11تعــريف 
1TTمؤثراً خطياً مغلقاً و  1Tمؤثراً خطياً و  Tليكن   . 

 .Tاً للمؤثر تمديداً خطياً مغلق 1Tمؤثر خطي قابل للانغلاق؛ ويسمى  Tعندئذٍ يكون 
 Minimal) أدنى تمديد Tللمؤثر الخطي القابل للانغلاق  T̂ويسمى التمديد الخطي المغلق 

Extension)  للمؤثرT  1إذا كان كل تمديد خطي مغلقT  للمؤثرT  ًيكون تمديداً خطياً مغلقا
 .Tالمؤثر  غلاقةإن وجد يكون وحيداً ويسمى  Tللمؤثر  T̂وأدنى تمديد  T̂للمؤثر 

إن وجد يكون وحيداً والمبرىنة التالية  T̂وفي حالة المؤثرات الخطية المتماثلة يكون من السهل أن نبين أن 
 تشير إلى ىذا.
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 8مبــرهنة 
HTDTليكن  )(:  مؤثراً خطياً معرفاً بكثافة في فضاء ىلبرت المركبH عندئذٍ إذا كان .T 

 موجودة ووحيدة. T̂متماثلًا، فإن غلاقتو 
المبرىنة التالية توضح أن المؤثر المرافق الهلبرتى لغلاقة المؤثر الخطي المتماثل يساوي المؤثر المرافق الهلبرتى لنفس 

 المؤثر الخطي المتماثل.

 9مبــرهنة 
)ˆ(**مؤثراً خطياً متماثلاً معرفاً كما في المبرىنة السابقة فإن  Tإذا كان  TT . 

 البــرهان

TTبما أن  ˆ فإن ،**)ˆ( TT  ( وبالتالي فإن:2حسب المبرىنة ) 

  )()ˆ( ** TDTD                   (94) 

)(الآن نفرض أن  *TDy  ونبين أن *)ˆ(TDy وىذا يعني أن نبرىن أن لكل ،
)ˆ(TDx :يكون 

yTxyTxyxT ** ,)ˆ(,,ˆ               (95) 

yTxyTxحيث  ** ,)ˆ(,   نحصل عليها من**)ˆ( TT . 

TTبما أن  ˆ فإنو لكل ،)ˆ(TDx  توجد متتالية

1}{ nnx  في)(TD :بحيث إن 

xTyTxxx nn
ˆ     ,     0  

)(  ,  )(وحيث أن  *TDyTDxn   فإنو من تعريف المؤثر المرافق الهلبرتى نجد أن

yTxyTx nn

*,,  وحيث إن عملية الضرب الداخلى مستمرة فإنو عندما ،n 
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 نحصل على:

)ˆ(    ,     ,,ˆ * TDxyTxyxT  
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